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OZET

Bu makalede, 1917-1958 yillar1 arasinda Sovyet Sosya-
list Cumhuriyetler Birligi'nde topoloji alaninda ortaya
konan bilgi birikiminin seriivenini kimi énemli sonug-
lar1 merkeze alarak ele alacagiz. Bu tarihsel kesite 151k
tutarken ii¢ temel alan lizerine odaklanacagiz: genel
topoloji, cebirsel topoloji ve geometrik topoloji. Do-
nemin topoloji alanindaki en derin sonuglarini giincel
matematiksel bilgiye yansimalariyla harmanlayarak su-
nacagiz.
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TOPOLOGY IN THE USSR (1917-1958)
ABSTRACT

In this article, we will survey on the adventure of the ac-
cumulation of knowledge in the field of topology in the
Union of Soviet Socialist Republics between 1917-1958
by centering on several crucial results. While shedding
light on this historical cross-section, we will focus on
three main areas: general topology, algebraic topology,
and geometric topology. We will present the deepest re-
sults of the period in the field of topology by blending
them with their reflections on the current mathematical
knowledge.

Keywords: Mathematics, Topology, USSR, Alexandrov, Rokh-
lin, Pontryagin.

1. GiRi§

Insanligin cetin simif miicadeleleri sonucunda var et-
tigi ilk isci devleti olan Sovyet Sosyalist Cumhuriyetler
Birligi'nde, bilimin tiim alanlariin kolektif ve planl is
béliimiiyle orgiitlenmesi sayesinde inanilmaz bir tarih-
sel ilerleme yasandi. Tiim bilimsel yelpazenin igerisinde
matematik bu sicramadan en ¢ok nasibini alan bilimle-
rden birisiydi. Matematigin tamamini bir kenara birakin
sadece belirli bir alan merkeze alinsa bile, bir makale
dizisinde mevcut liretimin tlimiinii ele almak imkansiz
bir ugrastir Tam da bu sebeple, topoloji alanindaki
onemi evrensel olarak da tescillenmis kimi sonuclara
odaklanarak ilerleyecegiz ve temel amacimiz Sovyet topo-
lojisini modern matematiksel bilgilerle harmanlayarak
sunmak olacak.

Sovyet Sosyalist Cumhuriyetler Birligi'nde matematigi
kavrayisa dair fikir vermek icin déneme yon veren iinlii
Sovyet matematikei A.N. Kolmogorov'un, Biiyiik Sovyetler
Ansiklopedisi'ne yazdig1 matematik maddesine g6z atalim.
Burada Kolmogorov matematigi diyalektik materyalist
perspektif ile Engels’i referans gostererek soyle tanimli-
yordu: "Matematik, gercek diinyanin niceliksel iliskileri-
nin ve uzaysal sekillerinin bilimidir” (Mathematics, GSE,
1970-1979). Kuskusuz ki bu tanim modern matematigi
anlamlandirmak i¢in eksiktir ancak diyalektik materyalist
yontemin dogasi geregi gelisime aciktir. Bu ugras bam-
baska bir yazinin konusu olmaya aday olmakla birlikte,
belirtmeliyiz ki, bu haliyle bile diger idealist felsefi yak-
lasimlarin aksine matematigin yerytiziiyle iliskisine dair
kiymetli bir perspektif sunmaktadir ve gecerliligi ve giicii
giinbegiin kanitlanmaktadir. Bugiinkii yazimizin konusunu

olusturan topoloji alanina dénecek olursak, Yunanca keli-
me kokenin de anlasilabilecegi izere konum bilimi mana-
sina gelir ve matematiksel uzaylarin stirekli deformasyon-
lar altinda degismemesini referans alarak matematiksel
uzaylari iliskileriyle birlikte kavramaya, analiz etmeye ve
siniflandirmaya ¢alisir.

Matematik tarihi icerisinde topolojinin dogusunu miijde-
leyen ilk calisma, matematikgiler arasinda yaygin bir sekil-
de kabul de gordiigii iizere, Leonard Euler’e aittir (Euler,
1741). Dénemin Prusya’sinda yer alan Kénigsberg'de, ri-
vayete gore insanlar sehrin yedi yerine konuslanan kép-
riileri, Pazar aksamiistii yiiriiytsleri icin kullanirmis. Koé-
nigsberg'in yedi képriisii problemine de su soru kaynaklik
ediyor: Sehri dolasirken her bir képriiden bir kez gece-
cek sekilde bir rota bulunabilir mi?

Sekil 1. Euler’in 6zgin gizgileriyle problemin modellenisi.

Kaynak: Euler, 1741

Boyle bir rotanin ¢izilemeyecegini kanitlayan Euler Koni-
gsberglileri tizerken, matematigin icinde artik geometri-
den farklilasan bir alanin var olduguna isaret ediyordu.



Ciinkii problemin ¢6ziimiinde ne adanin ne de diger kara
parcalarinin yiiz olctimleri ile ilgilenilmez. Bunun yani
sira kopriilerin herhangi birinin uzunlugu veya herhangi
iki koprii arasindaki mesafe énem arzetmez. Tiim bunla-
rin yerine tek belirleyici sey, kara parcalarinin birbirlerine
gore konumlanisi ve kara pargalarinn biitiinle iligkisi ol-
mustur. Yani problemin ¢6ziimiinde niceliksel biiytikliik-
lerden ziyade niteliksel 6zellikler belirleyici olmustur
(Savk, 2019a).

Yine Euler topolojinin 6nciil makalelerinden bir digerin-
de diizgiin i¢btlikey cokyiizliiler icin 6nemli bir degismez
bulmustur (Euler, 1758)". Cokyiizliinlin kose sayisiniV,
kenar sayisini E ve yliz sayisini F ile gosterirsek, Euler’in
meshur cokytizlli formiilii su sekildedir:

V-E+F=2.

Bu yaklasim daha sonralar1 tiim topolojik uzaylara ge-
nigletilecek ve bugiin topolojik uzaylarin en énemli de-
gismezlerinden biri olan homolojinin ve dolayisiyla Euler
karakteristik degismezi olarak bilinen niceligin en biiyiik
esin kaynagini olusturacaktir. Euler’in argiimani bazi ¢ok-
yiizliller dogru olmayacak sekilde kuruldugu icin kanitin-
da bir agik bulunmus ve akabinde A.M. Legendre tarafin-
dan gecerli bir ispat verilmistir (Savk, 2019b, 2019c).
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Sekil 2. Dortyuzlti 4 - 6 + 4 = 2 ve kiup (altiytizli) 8 - 12 + 6= 2.

Euler, Sovyet topraklari icin ¢cok énemli bir bilimsel fi-
giirdiir ¢linkli émriiniin ¢ok biyiik bir boliimiinii en de-
rin bilimsel gelismelerini ortaya koydugu St. Petersburg
Bilimler Akademisi'nde ¢alisarak gecirmistir Biiyiik
matematikeilerden biri P.S. de Laplace’a gore Euler on-
sekizinci yiizyillin ikinci yarisinin matematikgeilerinin
Ogretmeni ve yol gostericisidir. Calismalariyla Laplace’in
kendisi basta olmak tlizere, Lagrange, G. Monge, A. M.
Legendre ve Gauss ve daha sonra A. Cauchy, M.V. Ost-
rogradskii ve PL. Chebyshev gibi matematikgilere ve
dolayisiyla diinya matematigine yon vermistir (Euler,
GSE, 1970-1979).

Bu noktadan itibaren, yazimizin tarihsel arka planini
yerli yerine oturtmak ve bati kaynakli makalelerin si-
nirli ve Sovyet matematiginin kayda deger bir kismini
yok saydig1 bilgi akisinin ve paylasiminin disinda kalmak
icin A.D. Aleksandrov'un SSCB’deki geometri ve topoloji-
nin ilk otuz yilini en derin ayrintisina kadar ele aldig1 yazi
dizisinin ilkini takip edecegiz (Aleksandrov, 1947).

1 Bu formdilin Descartes tarafindan daha once ifade edildigi biliniyor.
Ayrintilar igin (Savk, 2019c) yazisina goz atilabilir.
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Sekil 3. Euler’in 250. dogum glintine ithaf edilmis Sovyet pulu.

Matematik literatiiriinde, topoloji terimi 1847'de Ga-
uss’'un 6grencisi Alman matematikei ].B. Listing tara-
findan ortaya kondu; alana dair diger bir isim, analysis
situs idi, 1857’de Riemann tarafindan cebirsel fonksi-
yonlar teorisi lizerine yaptig1 calismada kendini goster-
di. Bu ¢alismalar1 bugiin Mébius seridi olarak bildigimiz
tek tarafl ve kenarl yiizeyi ortaya koyan Alman mate-
matikei A.F. Mobius takip etti.

Topolojinin kendi kavramlari, yontemleri ve problem-
leri ile bagimsiz bir disiplin olarak varolmasi Fransiz
matematik¢i Henri Poincaré’nin ondokuzuncu yiizyilin
son yillarindaki calismalariyla miimkiin oldu. Poin-
caré’nin arastirmasinin merkezinde topolojik politop-
lar, yani n-boyutlu bir Oklid uzaymn topolojik gériintii-
leri olarakele alabilecegimiz, sonlu veya sayilabilir sayida
topolojik simplekse ayristirilabilen uzaylar yer aliyordu.
Bu uzaylar ¢okyiizliilerin tigiincli boyuttan herhangi bir
boyuta genellenmesidir. Bu simpleksleri birlestirerek elde
edilen simpleksler kompleksi yapisinin tizerine cebirsel
ifadeler atayarak giiniimiizde homoloji olarak adlandirdi-
gimiz kavrami ortaya koydu.

Kuskusuz ki topoloji alaninin ondan tarihsel olarak da
eski olan analiz alaniyladerin iliskileri bulunmaktadir. Bu
alanin temel ¢alisma nesneleri olan fonksiyon uzaylars, ilk
olarak 1904’te Fransiz matematik¢i M.R. Fréchet ve ardin-
dan 1914’te Alman matematik¢i F. Hausdorff tarafindan
calisildi. Topolojik uzay kavramlar: fonksiyon uzaylarina
soyutlandi ve bu sayede analitik nesnelerin sinir, baglant,
vb. 6zellikleri ele alindu.

Genel topolojinin cebirsel topoloji ile birlestirilmesinin
temelini ise Hollandali matematatikgi L.E.]. Brouwer’in
1910-1912 willan arasindaki ¢alismalarina borgluyuz.
Stirekli eslemelerin, hafif deformasyonlardan sonra par-
cali esleme ile yaklastirilabilmesini saglayan, simpleksler
yaklasimi kavramini ortaya koydu. Bu sayede Brouwer
bir dizi temel teoremi kamtladi. ilki boyut degismezligi
teoremidir: eger bir politop topolojik olarak bir digerine
eslenirse®, o zaman her iki politop da ayni boyuta sahip-
tir. Bu sonugclardan bir digeri ise bolgenin degismezligi te-
oremidir: eger n-boyutlu Oklid uzayinin bir acik kiimesi

2 Topolojik esleme kavraminin tanimini bir sonraki bolimde verecegiz ve bu
tip donlistimleri homeomorfizma olarak adlandiracagiz.
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U, yine n-boyutlu Oklid uzayinda baska bir V kiimesi-
ne topolojik olarak eslenebilirse, o zaman V kiimesi de
aciktir. Son olarak ise meshur sabit nokta teoreminden
bahsedebiliriz: Oklid uzay icerisindeki n-boyutlu diskten
D" kendisine yazilabilen her stirekli doniigiimiin en az bir
sabit noktasi vardir.

Sovyet topolojisi sahneye ¢ikmadan hemen dnceki en de-
rin sonuclardan birine ise Amerikali matematikgi J.W.
Alexander imza atmistir. Bunlardan ilki 1915 yilina ait
meshur Alexander ikilik teoremidir: Bu sonu¢ sonrasinda
cebirsel topoloji kisminda bahsedecegimiz gibi Sovyet to-
polojiciler tarafindan gelistirilmis ve genellenmistir.

2. GENEL TOPOLOJi

1920’li yillarin bagslarindan itibaren Sovyet genel topoloji-
sinin kurucular1 ve topoloji alaninin diinya ¢apinda stir-
diiriiciileri P.S. Aleksandrov, L.S. Pontryagin, A.N.Tikho-
nov ve PS. Uryhson® ve 6grencileri oldular. Bu bilim
insanlarinin onciiliigiinde, giiniimiizde topolojik uzaylara
dair bildigimiz bir dizi temel kavram yerli yerine oturtul-
du ve bir ¢ok yeni sonug elde edildi.

Sovyet topolojisinin bu giiclii sanheneye ¢ikisi, tarih-
te yapilacak ilk uluslararasikonferansin, Birinci Ulusla-
rast Topoloji Konferansi'nin, sasirtici olmayacak sekilde,
1935’'te Moskova'da diizenlenmesine gerekee olustur-
du.

Uzerinde net bir konsensiis olmamakla birlikte konferans-
ta 45 konugmanin verildigi diisiintiliiyor. Bunlardan 13
tanesi Sovyet matematikgiler P.S. Aleksandrov, N.N.
Bogolyubov, N.M. Krylov, N.K. Brushlinskii, VA. Efre-
movich, LI. Gordon, A.N. Kolmogorov, A.A. Markov, V.V.
Nemytskii, L.S. Pontryagin, J.A. R6zaaska, A.N. Tikho-
nov; 10 tanesi Amerikali matematikgiler J.W. Alexan-
der, G. Birkhoff, E.R. van Kampen, S. Lefschetz, ]J. von
Neumann, PA. Smith, M.H. Stone, A.W.Tucker, H. Whit-
ney; 7 tanesi Polonyali matematikciler K. Borsuk, K.
Kuratowski, S. Mazurkiewicz, J. Schauder, W. Sierpinski;
4 tanesi Isvicreli matematikgiler H. Hopf, G. de Rham; 3
tanesi Hollandali matematikgiler D. van Dantzig, H. Freu-
denthal, W. Hurewicz; 2 tanesi Fransiz matematikgei A.
Weil; 2 tanesi Gekoslavakyali matematikgi E. Cech, 2 ta-
nesi Danimarkali matematikgi J. Nielsen; 1 tanesi Alman
matematikei G. Nobeling ve 1 tanesi Norvecli matema-
tikci P. Heegaard tarafindan veriliyor (Lapko-Luster-
nik, 1957)%.

Bugiin lisans miifredatlarinin icerigine kadar indirilmis,
topoloji ve topolojiyle yakinen ilgili derslerin icerikleri ne-
redeyse tamamen bu matematikgilerin sonuclariyla bina
ediliyor. Bu sebeple makalede Sovyet topolojicilerinin ge-

3 Not diismek gerekir ki Uryson 1924'te, henliz 26 yasindayken, Britanya'da
ylizerken hayatini kaybetmistir.

4 Cogu zaman bdylesine uzun isim listelerinin makale iginde yer almasi oku-
yucuyu dagitacagini disiinliyorum. Ancak bu istisna 6zellikle matematik
tarihine ve topolojiye merakli bir okuyucuyu yaziya daha fazla odaklayaca-
g1 inanciyla yapildi.

nel topolojideki tiim sonuglar1 vermekten kaginip®, onun
yerine en onemlilerinden biri olarak buldugum tek bir
kavrama odaklanacagiz: Aleksandrov'un tek-nokta kom-
paktlagtirmasi. Bunoktadan itibaren bu kavraminin 6ne-
mini ve derinligini agiklamaya gayret ederek,en temel
geometrik ve topolojik uzaylarin bir digerinden bu yon-
temle nasil elde edildigini sunmaya c¢alisacagiz.

Sekil 4. Birinci Uluslarasi Topoloji Konferansi, Moskova, 1935.
Kaynak: Whitney, 1992.

ik olarak, topolojik uzay: sezgisel olarak kavramakla bas-
layalim. Geometrik uzaylarin aksine, topolojik uzaylarda
noktalar arasindaki mesefeler sayisal bir biiytikliik ifade
edilip dl¢iilmese de kontrol edilir, yani bir noktanin etra-
findaki komsuluga ve noktalari iceren komsuluklar ara-
sindaki iligkilere odaklanilir. Bu manada topolojik uzaylar,
geometrik uzaylarin matematiksel olarak bir soyutla-
masidir.

Daha formel bir sekilde ifadece olursak, topolojik uzaylar
en yaygin bicimde agik kiimeler vasitasiyla tanimlanirlar.
Simdi X bir kiime ve 1, X'in alt kiimelerini icerek bir ko-
leksiyon olsun. Asagidaki ti¢ sart1 saglayan (X, t ) ikilisine
topolojik uzay diyoruz:

(1) Bos kiime @ ve X, t'da yer alir.

(2) t'nun igindeki kiimelerin herhangi bir birlesimi
yine T'nun icindedir.

(3) T ’'nun i¢gindeki kiimelerin sonlu sayidaki kesisimi
yine T 'nun i¢indedir.

(X, t) topolojik uzayinin bir tabani € t bir alt koleksi-
yondur 6yle ki T 'nun herhangi bir elemani 'nin eleman-
larinin birlesimi olarak temsil edilebilir. T 'nun iginde yer
alan her kiimeye agik kiime, tiimleyeni t 'da acik kiime olan
kiimelere ise kapali kiime diyoruz. Kompaktlik kavrami
da topolojik uzaylar1 kendisi sonsuz olsa bile sonlu adet
pargasina bakarak kavrayabilir miyiz fikrinden meydana
geliyor. Birlesimleri tiim X kiimesini veren agik kiimelerin
koleksiyonuna értii diyoruz. Ortiiler pekala sonlu ya da

5 Neredeyse tim genel topoloji alanini sifirdan anlatmaya denk diisecegi
icin olanaksiz bir ugrastir.



sonsuz tane kiimenin birlesiminden olusabilir. O yiizden
eger X'inher ortiisiine karsilik gelen sonlu bir alt ortii
bulabiliyorsak X'e kompakt diyoruz. Ornegin, bu yaygin
tanimi yine Sovyet matematikeiler Aleksandrov ve Urys-
hon’a bor(;luyuz“l (Aleksandrov-Uryshon, 1929).

Simdi Aleksandrov’'un 1924’te ortaya koydugu tek-nokta
kompaktlastirmasi kavramina geri dénelim (Aleksandrov,
1924). Adindan da tahmin edilebilecegi tizere bu kavram
sayesinde kompakt olmayan bir uzaya sadece bir nokta ek-
leyerek kompakt bir uzay elde ediyoruz. Biraz daha aca-
cak olursak, uzayin her bir noktasini igerenve topolojik
uzayin icinde yer alan bir agik kiimeden bahsedebiliriz.
Aleksandrov sayesinde basladigimiz uzayda keyfi olarak
aldigimiz, agik kiimelerden olusan ve uzayikaplayan her-
hangi bir ortiiniin sonsuz alt 6értlistinii bulamazken, ona
sadece sonsuzda bir nokta ekleyerek artik bunu miimkiin
kilmis olduk. Bu kavram, karsitlarin birligi ilkesinin kendi-
ni berrak bir sekilde gosterdigi, sonlu-sonsuz diyalektigine
ickindir. Dolayisiyla Aleksandrov’'un yontemi, sonsuzda
nokta ekleyerek veya baska bir deyisle sonludan sonsuza
kacis1 onleyerek uzaydaki diger noktalarin sonsuzluga gi-
disini kontrol etmeyi miimkiin kilar.

Bir topolojiyi tarif etmek icin onun agik kiimelerini tarif
etmemizin yeterli oldugunu soylemistik. Sayet (¥ t, ) to-
polojik uzay1 agagidaki iki sarti saghyorsa, (X, t,) topolojik
uzayinin Aleksandrov tek-nokta kompaktlastirmasi ola-
rak adlandirilir:

(1) ¥ =X U{oo},
(2)ty ={U | U et u{Y \F | EX'de kapali}.

Simdi Oklid uzayiyla kiirelerin arasindaki siki topolojik
iliskiyi Aleksandrov teknokta kompaktlastirmasi vasita-
siyla ele alacagiz. Bir n-boyutlu kiire S", orijinden birim
uzaklikta bulunan (n + 1) boyutlu Oklid uzay1 R™"deki
noktalar kiimesi olan topolojik bir uzaydir:
n+1
St={xeR"! . |x]|=1}= {(.1’1“1‘2....,17”“) eR"H Zl?}
i=1

Bu tanim vasitasiyla geometrinin temel nesneleri olan
birim ¢emberi S' ve birim kiireyi S? olan herhangi bir
boyuta genellemis olduk. Heine-Borel Teoremi Oklid
uzayindaki kompakt kiimeleri tamamen karakterize
eder: bir kiimenin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul onun kapali ve sinirli olmasidir. S* kapalidir ¢iin-
ki S”nin disinda aldigimiz bir noktanin koordinatlarini
yeterince kiiciik bir bigcimde oynatirsak yine Snin di-
sinda kaliriz ki, bu da S”'nin disinin agik, kendisinin kapali
oldugunu gosterir. Sinirli oldugu ise tanimi geregi aciktir,
dolayisiyla S* kompakt bir topolojik uzaydir. Ancak Oklid
uzayini sinirlayamadigimiz icin kompakt olmadigini goz-
lemleyebiliriz. Simdi ana arglimaniz ifade edip sonra da
onu a¢iklayama ¢alisalim:

6 Kompakt kavraminin analizden baslayarak topolojiye uzanan tarihsel se-
riiveni i¢in RamanSundstrom (2015) makalesine bagvurulabilir.

Teorem 2.1. Herhangi bir boyuttaki birim kiire ayni bo-
yuttaki OKlid uzayinn bir Aleksandrov tek-nokta kom-
paklastirmasidir yani S" = R" U {co}.

Simdi bu teoremin neden dogru oldugunu sezgilerimize
de yaslanarak, geometrik bir argiimanla ele alalim. Asagi
sekilde de goriildiigii gibi 1-boyutlu Oklid uzaymm R to-
polojik olarak bir dogru parcasi gibi diisiinebiliriz ¢ilinkii
uzatmak veya kisaltmak bir uzaydan digerine bir home-
omorfizma verir yani topolojisini korur. Simdi bu dogru
parcasini sonsuzdaki noktaya dogru ovallestirebiliriz, hala
RVin homeomorfizma tipini koruyoruz. Son olarak son-
suzdaki noktayla iki ucunu birlestirerek birim cemberi S*
elde ederiz. Bu arglimani yine sekilde goriildigi tizere
iki boyutta da tekrarlayabiliriz.

co o

| | OS]
R} O
00 ¢ S

Sekil 5. Aleksandrov tek-nokta kompaklastirmasi 6rnekleri

Kompaklastirma olgusu karsiti olan dekompaktlagtirma
olgusuyla birlikte varolur. Yani kompakt nesneden bir
nokta ¢ikararak kompakt olmayan nesneyi geri edle ede-
biliriz. Bizim 6rnegimizde, bu olgu matematiksel olarak
stereografik izdiisiim olarak bilinen, giindelik hayatta ise
haritalamaya karsilik diisen yonteme karsilik gelir. Sayet
nesnemizden sonsuzdaki noktaya karsilik gelen kuzey ku-
tup noktasini genelligi bozmadan ¢ikarip, o noktay: kiire
ve Oklid uzayindan gececek sekilde dogrularla izdiisiiriir-
sek siireci tamamlamis oluruz.

R!

Sekil 6. Bir dekompaklastirma siireci olarak stereografik izdtisiim.

Tarif ettigimiz kavram setiyle birlikte teoremimizi ma-
tematiksel olarak agiklayalim ve ilk olarak R iizerindeki
dogal topolojiden bahsetmekle baslayalim. Bunu yapmak
icin onun dogal tabanindan bahsetmek yeterli olacaktir.
Tahmin edilelebilecegi tizere bu taban gergel sayilar tize-
rindeki acik araliklarla verilebilir. Genel olarak n-boyutlu
Oklid uzay1 R"i asagidaki gibi diisiinebiliriz:

R"=Rx...xR={(r1,.... rn) | 2 € R}

X k X {(21 &) | 2, € R}
Beklendigi iizere R"e karsilik gelen topolojiyi R iizerinde-
ki topoloji vasitasiyla elde ederiz: R" lizerindeki Tikhonov
carpim topolojisinin acik kiimeleri, acik kiimelerin carpimi
ve bu ¢arpimlarin olasi birlesimleridir. Dolayisiyla R”e kar-
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silik gelecek dogal taban, r € R"” ve € > 0 olmak lizere,
B ={xeR [| x-r|| < €}’dur Simdi R”in
Aleksandrov tek-nokta kompaklastirmasina gelen R”
topolojikuzayinin bazini tarif edelim. Bunu da hali hazirda
olan dogal taban f_'u kullanarak ve sonsuzdaki noktanin
acik komgulugumi yazarak yapariz: R € R" olmak iizere
B..= {x € R" :||x|| > R}. Ozetle, R" U {c0}'nin
bazi1 g, U B /dirGosterilebilir ki bu uzay S"ye ho-
meomorfiktir.

Aleksandrov’'un tek-nokta kompaktlagtirmasi, Tikho-
nov'un da calismalarinin iizerine bina edilerek Sto-
ne-Cech kompaklastirmasiyla genellenmisti. Hemen
akla ilk gelebilecek baska bir yontem de dogrudur: bir
topolojik uzaya birden fazla nokta ekleyerek de onu
kompaktlagtirabiliriz. Ornegin, gercel ve karmasik pro-
jektif uzaylar RIP" ve CP", sirasiyla R” ve C”nin bu ma-
nada kompaktlastirmasiyla elde edilebilir.

3. CEBIRSEL TOPOLOJi

Manifold tekil noktalar1 olmayan™ bir egri veya yiizey
kavraminin herhangi bir boyuta sadelestirilerek genelle-
mesiyle olusan matematiksel nesnedir. Sadelestirmekten
kastimiz tekilliklerden kurtulan geometrik nesnenin her
noktasinin civarinin yerel olarak Oklid uzayina benzeme-
sidir: Bu civara bir biiyiitec ile yaklagtigimizi diistinelim. O
noktanin etrafini1 ¢evreleyen bir komsuluga baktigimizda
Oklid uzaymnin bir kopyasin1 gérmek istiyoruz; yani iize-
rinde geometri ve analiz yapmay1 hali hazirda bildigimiz
en basit uzay1 talep ediyoruz. Benzemeyi matematiksel
olarak kavramlastiracak olursak, her komsuluk ile Oklid
uzay1 arasinda homeomorfizma adiniverdigimiz kendisi
ve tersi birebir, 6rten ve siirekli bir fonksiyon yaziyoruz.
Ancak genellestirirken de manifoldun biitiiniinde herhan-
gi bir karmagikliga izin verisimiz yapimiza zenginlik kati-
yor: Bu serbestlik bize Oklid uzayindan baslayan genis bir
uzay yelpazesi sunuyor. Bir manifoldun boyutuna ise yerel
olarak karsimiza ¢ikan Oklid uzaymnin boyutuna bakarak
karar veriyoruz. Dolayisiyla yerel olarak R” Oklid uzayi-
na benzeyen bir M topolojik uzay1 n-boyutlu manifoldtur,
kisaca M 'ye n-manifold diyelim.

Bu parg¢a-biitiinliik diyalektigine dair hassas ve derin-
likli soyutlama, geometrinin bir¢ok temel nesnesine yeni
ve farkll bir perspektiften bakmamiza olanak sagliyor.
Manifold kelimesinin etimolojik kokeni bu soyutlamanin
felsefesine dair derin izler tasiyor. Ustelik dénemin mate-
matiksel bilgi birikiminde meydana gelen sicramay1 goz-
lemlememize de olanak sagliyor. Sanilanin aksine manifold
sozciigii Ingilizce many ve fold kelimelerinin birlesiminden
degil, Tiirkceye ayni zamanda cesitlilik/varyete olarak da
cevirebilecegimiz Mannigfaltigkeit isimli Almanca s6zciik-
ten tliretilmistir ve ilk olarak Bernhard Riemann tara-
findan kullanilmistir (Riemann, 1851)®. Bu tarihsel ana

7 Ornegin, bir noktada kendini kesmesine veya bir sivri ¢ikintiya sahip olma-
sina izin vermiyoruz.

8 Mannigfaltigkeit kavramina daha oncesinde Immanuel Kant'in Saf Aklin
Elestirisi adli eserinde rastlamak mumkiin. Ancak Riemann’'in Kant'tan
esinlenerek bu kelimeyi tiirettigine dair somut birveri bulunmuyor (Boi,
2019).

kadar matematikgiler icin biricik geometri, Oklid’in diiz
geometrisi olagelmistir. On dokuzuncu yiizyilin ikinci
ceyreginden itibaren ]. Bolyai, N.I. Lobachevski, C.F. Ga-
uss ve B. Riemann gibi matematikgilerin ¢alismalariyla
insa edilen Oklid dis1 geometriler, Oklid geometrisinin bi-
ricikligini nihai bir bicimde ortadan kaldirmistir. Bu sarsici
gecis maddi diinyay1 materyalist bir bicimde kavramanin
bir tirtiniidiir ve bu kirilma, sarsintili gegis fizik bilimindeki
Newton fizigindenEinstein fizigine gecis ile kiyaslanabilir.
Arap matematigindeki ¢iirtitme girisimlerini bir kenara
koyacak olursak, iki bin yildan fazla bir siire kimse Oklid
geometrisinin dogrulugundan siiphe etmedi, sarsilmaz
otoritesini sorgulamadi veya ona bir alternatif bulmay1
diisiinmedi. Unlii matematik tarihgisi Kline (1990)'n
bu alt iist olushakkindaki ciimlesini ammsatalim: ”Oklid
dis1 geometrinin yaratilmasi, Yunan zamanlarindan beri
matematikte en 6nemli ve devrimci adimd1.”

Manifoldlar Poincaré’nin ¢alismalarindan itibaren topolo-
jinin ve genel olarak matematigin icersinde ciddi bir yer
tutmuslardir. Yazimizin bundan sonraki boliimti, Poincaré
ikiliginden baslayarak manifoldlara karsilik gelen cebirsel
nesneler olan homoloji ve kohomoloji gruplar degismez-
lerinin arasindaki siki iligkiyi aciklamaya ¢alisan, ikilik te-
oremlerine odaklanacak. Sirasiyla, Poincaré, Alexander,
Pontryagin ve Sitnikov ikilik teoremlerini sunacagiz ve
Pontryagin ikiligi'nin kékenini ele alacagz.

Teorem 3.1 (Poincaré ikiligi, Poincaré, 1893). G bir
abel grup, M kapali, yénlendirilmis bir n-manifold ol-
sun. O zaman M’nin k dereceden homoloji grubuyla
(n-k) dereceden kohomoloji grubu birbirine izomor-
fiktir. Yani H, (M;G) = H"*(M; G).

Yukaridaki teoremin ifadesi Poincaré’nin tarafindan,
Betti gruplari tizerinden daha cebirsel bir sekilde ifade
edilmistir. 1930’1u yillarda, topolojik uzaylarin kohomo-
loji teorisi Aleksandrov, Kolmogorov ve Cech tarafindan
ortaya konmasiyla birlikte Cech ve Whitney bu yapinin
lizerinde, bir gruptan fazla olarak bir halka yapisi kuru-
labilecegini fark etmislerdir. Kohomoloji halkasi iizerinde
kap ve kep ¢arpim ortaya konduktan sonra Poincaré ikiligi,
yukaridaki modern formulasyonuna kavusmustur.

Manifoldlar tizerinde bu netlikteki bir sonugtan itibaren
ikilik teoremleri, en genel olarak herhangi bir topolojik
uzayda, icinde yer alan bir alt kiimenin karakterizasyo-
nuyla birlikte calisilmisti. Bu sayede topolojik uzaylara
karsilik gelen cebirsel degismezler goreli olarak ince-
lenmistir.

Bir sonraki ikililige gecmeden énce topolojik uzaylar icin
epey 6nemli bir yer tutan biiziilme olgusuna goz atalim.
Sezgisel olarak bir noktaya stirekli bir bigimde biizebil-
digimiz topolojik uzaylara biiziilebilir uzay diyoruz. Mate-
matiksel bir sekilde ifade edecek olursak topolojik uzayi-
mizin birim déniiglimiiniin bir sabit doniisiime homotopik
olmasidir yani sifir aninda birim déniisiim, bir aninda sa-
bit bir doniisiime karsilik gelecek, uzayin kendisinin birim



aralikla kartezyeninden kendisine stirekli birddniisiim bul-
mamiz gerekir. Sayet uzayimizin her noktasindaki komsu-
luk boyle davraniyorsa yerel biiziilebilir uzay diyoruz®.
Simdi Alexander ikiligini ifade edebiliriz.

Teorem 3.2 (Alexander ikiligi, Alexander, 1915). G bir
abel grup ve A, S”in kompakt, yerel biiziilebilir bir alt
uzayi olsun. O zaman A'nin S"deki tiimleyenin indirgen-
mis k dereceden homoloji grubuyla kendisinin (n-k-1)
dereceden kohomoloji grubu birbirine izomorfiktir. Yani
indirgenmis k dereceden homoloji grubuyla kendisinin
(n-k-1) dereceden kohomoloji grubu birbirine izomor-
fiktir. Yani Hp(S™\ A;G) = H" *1(A;G).

Klasik homoloji teorisinde ortaya ¢ikacak patolojileri, to-
polojik uzayimizi simpleksler kompleksi haline getirir-
ken, ortiilerin arasindaki kesisimleri hassas bir sekilde
kontrol ederek ve rafine ederek, ortadan kaldirabiliriz. Bu
sekilde ortaya konan cebirsel teorilere Aleksandrov-Ce-
ch homoloji ve kohomoloji diyoruz. Ornegin; bu teoride
Alexander ikiligini ifade ederken yerel biiziilebilirlik sarti-
na ihtiyac yoktur (Hatcher, 2002). Yine Aleksandrov-Cech
homoloji terminolojisini kullanarak, Aleksandrov tarafin-
dan formuliize edilen Pontryagin ikiliginin manifoldlar icin
karsiligini verecegiz (Sklyarenko, 2011). Asagidaki ifade
kimi kaynaklarda Aleksandrov-Pontryagin ikiligi olarak
da bilinmektedir.

Teorem 3.3 (Pontryagin ikiligi, Pontryagin, 1955). G
bir abel grup, M kompakt, baglantili, yénlendirilmis
bir n-manifold ve A, M'nin kompakt bir alt uzayi
olsun. Eger M’nin k dereceden ve (k+1) dereceden
Aleksandrov-Cech kohomoloji grubu tek elemanl
grup ise o zaman A'nin M’deki tiimleyeninin indir-
genmis k dereceden homoloji grubuyla kendisinin
(n-k-1) dereceden kohomoloji grubu birbirine izo-
morfiktir. Yani Hy(M \ A;G) = H* *1(4; Q).

Aleksandrov’un baska bir 6grencisi olan K.A. Sitnikov yu-
karidaki ikilik teoreminin ifadesindeki A'nin {izerindeki
kompaktlik kosulunu ortadan kaldirarak, herhangi bir alt
uzay secebilecegimizi kanitlamistir:

Teorem 3.4 (Sitnikov ikiligi, Sitnikov, 1951). G bir
abel grup, M kompakt, baglantili, yénlendirilmis bir
n-manifold ve A, M’nin bir alt uzay1 olsun. Eger M’nin
k dereceden ve (k + 1) dereceden Aleksandrov-Cech
kohomoloji grubu tek elemanli grup ise o zaman
A'nin M’deki tiimleyeninin indirgenmis k dereceden ho-
moloji grubuyla kendisinin (n-k-1) dereceden koho-
moloji ~ grubu  birbirine  izomorfiktir. Yani
H(M\ A;G) = H"F1(A; Q).

Simdi Pontryagin ikiligi'nin, kompakt yerel topolojik grup-
lar ve onlarin karakterleri cinsinden ifade edilen orjinal
versiyonu ele alacagiz ve analize uygulamalarindan bahse-

9 Ornegin, R?deki tarak uzay! biiziilebilir ancak yerel biiziilebilir degildir.
Bu tanimla, topolojik uzaylarda meydana gelebilecek yerel patolojilerin
oniine gegiyoruz.

decegiz. Temel tanimlar ve teorem icin, topolojik gruplar
lizerine yazilan, Pontryagin’in dort ciltlik segme ¢alismala-
rindan ikincisini takip edecegiz (Pontryagin, 1986).

Uzerindeki topolojik uzay ve grup yapisi birbiriyle uyumlu
olan nesnelere topolojik grup diyoruz. Matematiksel olarak
ifade edecek olursak, bir topolojiye sahip G grubu igin, sa-
yeta:Gx G = G, a(g,h)=g+hveB:G = G, B(g)=g™"
doniistimleri siirekliyse G bir topolojik gruptur. G topo-
lojik grubunun her noktas1 kompakt birkomsuluk tara-
findan igeriliyorsa ve izerindeki grup islemi degismeliyse
G'ye yerel kompakt degismeli (YKD) topolojik grup
diyoruz.

Cember tlizerinde dogal bir grup yapisindan bahsetmek
miimkiindiir ¢linkii normlar1 bir olan karmasik sayilar
carpma islemiyle birlikte bir grup olusturur. Kiimesel ola-
rak ifade edecek olursak, T={z € C: |z| =1} ile
verilen gruba c¢ember grup denir. Simdi bir YKD
topolojik grup G verildiginde, onun karakteri x, grubun
kendisinden ¢ember grubuna bir siirekli grup homomorfiz-
masidir yani her g, h € G igin x (gh) = x(g) x (h)’dir. G’'nin
lizerindeki tiim karakterlerin noktasal ¢carpma islemiy-
le, yani (x.n)(x)=x(x)-n(x) ile bir YKD topolojik grup
haline getirebiliriz. Bu yapiya G'nin ikilisi denir ve G ile
gosterilir. Benzer bir sekilde G'nin ikilisini de tanimla-
yabiliriz, bunu da & ile gésterelim. Bu da bize bir YKD
topolojik gruptan, onun ikilisinin ikilisi olan YKD topo-
lojik gruba bir dontlistim yazmamiza olanak saglar:

Verilen bir g € G i¢in, Pontryagin déniistimiinii o : G— G
, oog(x) = x(g) kuraliyla tanimlayalim. Asagidaki gozlemi-
miz w'nin ayni zamanda bir grup homomorfizmasi oldugu-
nu soyler: her x,n € G icin, grup islemi korunur.

w,0mm = (¢ = M9 = x@ING) = ®,00w,0.

Pontryagin ikiligi, Pontrayagin déniisiimiiniin ayn1 zaman-
da birebir ve drten bir déniisiim yani bir grup izomorfiz-
masi oldugunu séyler. Dolayisiyla bir YKD topolojik grup
ile onun ikilisinin ikilisi izomorfizma altinda aynidir:

Teorem 3.5 (Pontryagin ikiligi, 1934). G bir YKD
topolojik grup ve é onun ikilisinin ikilisi olsun. O za-
man  Pontryagin déniisimii w : G — @ bir grup
izomorfizmasidir yani G = G.

Simdi Pontryagin ikiligi'nin Fourier analizine énemli bir
uygulamasindan bahsedecegiz. Fourier analizinin temel
felsefesi, fonksiyonlarin, hali hazirda yapisini anladigimiz
trigonometrik fonksiyonlarin toplamlariyla nasil yaklasila-
bileceginin incelendigi alandir. Matematikten miihendis-
lige, fizikten kimyaya ve biyolojiye uzanan ¢okgenis bir
spektrumda Fourier analizinin uygulamalarindan bahset-
mek mimkiindiir.

Pontryagin ikiligi'nin dogal bir sonucu Fourier Tersinir-

lik Teoremi'nin genellestirilmesi olacak. Bu teorem bize
bir fonksiyonun sayet Fourier déniisimiinii biliyorsak,
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fonksiyonun kendisini belirlememizin miimkiin oldugunu
soyler (Rudin, 1962). Klasik Fourier analizini integraller
vasitasiyla, Lebesgue olciisine gore yapiyoruz. Uzerin-
de integral alacagimiz yapilar YKD topolojik gruplar oldu-
gunda ise Lebesgue o6lclisii yerine Haar 0lciisline ihtiyac¢
duyacagiz.

Verilen bir X topolojik uzayi icin, onun Borel kiimele-
rinin koleksiyonu B(X) tiim alt kiimelerini ve bu alt kii-
melerin tiimleyenlerini ve olasi sayilabilir tiim kesisim ve
birlesimlerini igerir. Sayet 1 : B(X)—[0,00]" fonksiyonu
asagidaki sartlar1 sagliyorsabir Haar o6lglisii olarak ad-
landirilir:

(1) u(?)=0.

(2) Verilen bir sayilabilir, ikiser olarak ayrik Borel
kiimeleri ailesi (E),, icin u(U_E) =3 ., u(E).

(3) Her E € B(X) icin p(E) =inf{u(U): E c U ve U,
X'de agik kiime}.

(4) Her x € X ve herhangi bir £ € B(X) icin

p(x+E)=p(X).

Verilen bir YKD topolojik grubu G i¢in, Haar olg¢iisii
Wye gore, G lizerindekikarmasik degerli integrallenebilir
tlim fonksiyonlarin uzayi Llu(G) asagidaki gibi tanimla-
nir:

LL(G) = {f G C ‘ /G \f (2)|du(z) < oo}.

Simdi fe Llu(G) olsun. O zaman f’nin G tizerindeki Fou-
rier dontistimti f asagidaki integral yardimiyla tarif
edilir:

fla) = [ rox@duta).
Artik Pontryagin ikiligi de igerisinde dogrudan goziikecek

bicimde Fourier Tersinirlik Teoremi'nin ifadesini yazacak
kavram setine sahipiz kavram setine sahipiz".

Teorem 3.6 (Fourier Tersinirlik Teore-
mi). G bir YKD topolojik grup ve u G
tizerinde bir Haar 6l¢iisti olsun. O zaman G lizerin-

de biricik /ZHaar Ol¢lisli vardir éyle ki verilen her f €
L' (G) igin fe L' (G)'dir ve

f@) = [ Faie)dnte).
Baska bir deyisle asagidaki esitligi elde ederiz:

) = flw,.).

10 Bu ydnde ¢ok daha derinlemesine bilgi edinmek igin okuyucu Rudin (2017)
ve Deitmar ve Echternoff (2014) kitaplarina goz atabilir. Gosterimler ¢ok
daha modern oldugu i¢in, teoremlerin ifadelerinde bu kaynaklara da bas-
vurulmustur.

4. GEOMETRiK TOPOLOJi

Gliniimiiz fizik biliminin yap1 tasi olan uzay-zamani 4-ma-
nifoldlar ile modelliyoruz. Dolayisiyla bu yapilari matema-
tiksel olarak kavrama ve siniflandirma ugrasi, diinyay1 ve
evreni anlama arayisimizla ayrilmaz bir biitiindiir. Klasik
fizik teorilerini modellemek i¢in bile tlirev kavramina ihti-
yag duyuyoruz. Ornegin, konum fonksiyonun zamana gore-
ve tlirevi hiz fonksiyonunu, hiz fonksiyonunun yine zamana
gore tiirevi ise ivme fonksiyonun verir. Simdi tiirev kavra-
min1 4-manifoldlara"™ nasil tasiyacagimizi tartisacagiz,
bu yiizden su ana kadar manifold dedigimiz yapilar1 yeni
kavramdan farklilastirmak adina hali hazirda kullandi-
gimiz yapilari topolojik manifold olarak adlandiralim.
Bir topolojik manifold tizerindeki tiirev olgusunu tarif
ettigimiz yapiya da piirtizsiiz yapi diyelim. Herhangi bir to-
polojik manifold iizerinde piiriizsiiz yapinin ne oldugunu
tanimlamadan énce akla gelebilecek iki temel soru var. ilk
olarak bu yapilar her zaman var midir? Sayet varlarsa
biricik midir? Buiki sorunun cevabi da 4-manifoldlar i¢in
¢ogu zaman hayir olacak. Piiriizsiiz yapiya sahip topolojik
4-manifoldlara piiriizsiiz 4-manifold diyecegiz. Birden faz-
la piiriizstiz yap1 ihtiva eden nesneler de egzotik 4-ma-
nifold olarak adlandirilir. Bir kiyaslama yapmak adina,
ornegin, n = 4 degilse R" lizerinde tek bir pliriizsiiz yap1
vardir (Stallings, 1962). Buna karsin R* tizerine sayllamaz
coklukta piiriizsiiz yap1 konulabilir dolayisiyla bir egzo-
tik 4-manifoldtur (Taubes, 1987).

Bir X topolojik 4-manifoldu tizerindeki bir piiriizsiiz
yapi, birbirine denk atlaslarin bir koleksiyonudur. X i¢in
bir atlas, piirtizsiiz ge¢is doniisiimleri Pog ile birlikte 4-
manifoldu X1 kaplayan (U, ¢ ) koordinat ¢izelgelerinin bir
sistemidir. Sayet iki atlasin birlesimleri yine bir atlas ise,
birbirlerine denktir diyoruz. Sayet iki piiriizsiiz 4-manifold
arasinda plirtizsiiz yapiy1 koruyan, yani kendisi ve tersi pii-
riizsiiz olan, bir homeomofizma varsa ona diffeomor-
fizma diyoruz.

Bir G grubunun sonlu bir temsili verildiginde, 7 (X) = G
temel grubuna sahip asagidaki gibi bir piiriizsiiz kapa-
l1 4-manifold X'i insa edebiliriz: Urete¢ basina bir tane
karsilik getirecek sekilde S'x5¥lerin baglantili toplamin
alinz ve S'xB%leri S?xB? ile degistirecek sekilde iliskilere
karsilik gelen ilmekler iizerinde ameliyat yapariz.

Sovyet matematikei S.I. Adyan gostermistir ki sonlu
grup temsillerinin tek elemanl gruba karsilik gelip gel-
mediklerini belirlemek i¢in uygulanabilecek hicbir algorit-
ma yoktur (Adyan, 1955). Yine bir diger Sovyet mate-
matikei A. A. Markov"? bu sonucu kullanarak asagidaki
teoremi kanitlamistir.

Teorem 4.1 (Markov, 1958). Herhangi iki kapali 4-ma-
nifoldun birbirlerine diffeomorfik olup olmadigini belir-
leyebilecek bir algoritma yoktur.

11 Bu genelleme herhangi bir boyuttaki manifold i¢in de aynidir.

12 Markov'un babasi da A.A. Markov ismine sahip bir matematikgi oldugu igin
kimi kaynaklarda kendisinen A.A. Markov jr. olarak bahsedilmektedir.



Sekil 7. X 4-manifoldunun atlasi igin bir model.

Markov'un bu sonucundan sonra topolojiciler en azindan
temel grubu tek elemanli grup olan baglantili 4-manifold-
lar siniflandirabilir miyiz sorusuna odaklanmiglardir. Bu
tip 4-manifoldlara basit baglantili diyoruz. Sayet Hu-
rewicz teoremini, Poincaré ikiligi'ni ve evrensel katsay-
lar teoremini kullanirsak 4-manifoldun homoloji grupla-
rina dair hizlica asagidaki gézlemi yapabiliriz:

H,(X) = H,(X) =Z; H,(X) = H,(X) = 0; H,(X) = Z',r 2 0.

Dahasi 4-manifoldun ikinci homolojisi iizerinde, her za-
man bir simetrik, unimodiiler ve iki-dogrusal kesisim
formu vardir:

Qu:Z"'xT -1

Simdi bu formda her elemani kendisiyle isleme soktugu-
muzda bize bir ¢ift tamsay1 veriyorsa forma cift, aksi du-
rumda ise tek diyoruz.

Saydigimiz 6zelliklere sahip herhangi bir kesisim formunu
gergel sayilar R tizerinde Q,=m (1) +n (1) seklinde ay-
ristirabiliriz, Gistelik bizim durumumuzda bu sayilar 4-ma-
nifoldun pozitif ve negatif 6zvektorlerinin sayisini tarif
eder ve toplamlari ikinci Betti sayisini b, verir: m=b,"(X),
n = b, (X) ve b,=b,"+b,". Bu iki say1 arasindakifark ise
4-manifoldlarin isaret denilen ve o ile gosterilen
o6nemli bir degismezini olusturur.

o(X) = b,'(X) = b, (X).

Bu degismezle birlikte 4-manifoldlarin kesisim formla-
11 Uzerindeki ilk biiyiik sonug, Sovyet matematik¢i V.L
Rokhlin’in agagidaki tinlii teoremidir:

Teorem 4.2 (Rokhlin, 1952). X bir piiriizsiiz, kapall,

basit baglantili 4-manifoldolsun. Eger Q, ¢ift ise o(X),
16’ya tam béliintir.

-2 =2 =2 -2 -2 -2 =2

[

Sekil 8. E; Dynkin diyagrami

Bir kesisim formunda her sifirdan farkli elemanin
aldig1 degerin isareti ayniysa forma belirli diyoruz.
Rohklin’'den sonra 4-boyutlu manifoldlarin topolo-
jisine dair en kapsaml gelismeye Ingiliz matematikgi
S.K. Donaldson imza atmistir Bu c¢alismasiyla birlik-
te fizik ile matematik bilimleri arasindaki derin iliski bir
kez daha giin yiiziine ¢ikmistir. Makalesinin basliginda
da niteledigi gibi, Donaldson ayar teorisini kullanarak
4-manifoldlarin topolojisine dair derin bir sonu¢ ortaya
koymustur. Instantonlar1 merkeze alan yaklasimi, kékeni
kuantum alan teorisine dayanan Yang-Mills ayar teorisini
modelleyen kismi diferansiyel denklemlerinin 6zel bir ¢6-
zlimline dayanmaktadir (Donaldson, 1983). Donaldson bu
sonucu neticesinde, 1986 yilinda diizenlenen Uluslararasi
Matematik Kongresi'nde, matematige bu katkisindan dola-
y1 Fields Madalyasi’'yla édiillendirilmistir.

Teorem 4.3 (Donaldson, 1983). X bir plirtizstiz, kapa-
I, basit baglantilt 4-manifold olsun. Eger Q, belirli ise
kosegenlestirebilirdir, yani bazi n € Z i¢in Q, = n(1).

M. Freedman kapaly, basit baglantili topolojik 4-mani-
foldlan siniflandirmistir (Freedman, 1982). Bunun ne-
ticesinde d6rdiincii boyutta Poincaré sanisini da iceren
bir ¢ok 6nemli sonucu kanitlamistir. Freedman bu sarsici
sonuglari neticesinde, Donaldson ile ayni y1l Fields Madal-
yast'na layik goriilmiistiir. Donaldson’in sonuglariyla Fre-
edman’in sonuglar1 arasindaki kontrast, 4-manifoldlarin
izerindeki topolojikve piiriizsiiz yap1 arasindaki kapati-
lamaz ugurumu daha berrak hale getirmistir. Freedman’in
bu meshur sonuclarini elde ettigi makalesinden kesisim
formlariyla ilgilisu teoremi alintiliyalim.

Teorem 4.4 (Freedman, 1982). Her simetrik, inimo-
diiler, iki-dogrusal ve cift kesisim formu Q i¢cin, homeo-
morfizma altinda biricik kapali, basit baglantili, topo-
lojik 4-manifold X vardir oyle ki Q. = Q.

Freedman’in teoremini kullanarak E, Dynkin diyagra-
mina karsilik gelen kesisim formuma sahip bir topolojik
4-manifoldtan bahsedebiliriz, W diyelim. Gosterilebilir ki
W 'nun kesisim matrisi asagidaki gibidir ve dolayisiyla o
(W) = -8'tir. Bu durumda Rokhlin’in teoremi bize bu 4-ma-
nifoldun iizerine piiriizsiiz yap1 konulamayacagini soy-
lert,

-2 1 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0 0
o 1 -2 1 0 0 0 0
o o0 1 -2 1 0 0 0
o o o 1 =2 1 0 1
o o0 o 0 1 =2 1 0
o o0 0o 0 0 1 =2 0
o o0 o 0 1 0 0 =2

Sonug 4.5. Piirtizsiiz olmayan topolojik 4-manifoldlar
vardir.

13 Donaldson’in teoremi sadece W 'nun degil ayni zamanda W 'nun kendi-
siyle baglantili toplami olan W#W'nun Uzerine de plrizsiiz yapi konula-
mayacagini soyler.
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Amerikali matematikei E.E. Moise gostermistir ki her to-
polojik 3-manifold biricik sekilde piiriizsiizlestirebilir, yani
lictincli boyutta topolojik manifoldlarin kategorisiyle pii-
riizsliz manifoldlarin kategorisi estir (Moise, 1952). Ancak
gordiiglimiiz gibi dérdiincli boyutta piiriizlestirilemeyen
topolojik 4-manifoldlar var. Bu derin fark topolojicileri
iki boyut arasindaki iliskiyi ¢alistirmaya da itmistir. Bu-
nun hemen arifesindeki en derin sonuglardan biri yine
Rokhlin tarafindan elde edilmistir.

Teorem 4.6 (Rokhlin, 1951). Her kapali, yénlendiril-
mis 3-manifold bir kompakt, yénlendirilmis, piiriizsiiz
4-manifoldu sinirlar.

Simdi Y, ve Y, iki kapali, yonlendirilmis 3-manifold ol-
sun. Kenar1 -(Y,)UY, kompakt, yonlendirilmis, puriizsiz
4-manifoldlara kobordizm diyoruz. Bu iliski vasitasiyla bu
tlir 3-manifoldlarin kiimesi lizerinde bir denklik bagintisi
insa edebiliriz. Bu sayede, manifoldlar arasindaki baglan-
tili toplam islemiyle birlikte bir grup yapisindan bahset-
mek miimkiin hale gelir. Bu gruba kobordizm grubu
diyoruz ve (1, ile gosteriyoruz. Rokhlin'in yukaridaki te-
oreminin dogrudan bir sonucu bu grubun tek elemanh
grup oldugudur.

Sonug 4.7. Kobordizm grubu tek elemanli gruptur, yani
Q, ={0}.
3

Fransiz matematikei Poincaré iinlii sanisinin ilk versiyonu-
na karsit 6rnek vermistirve problemi revize etmistir. Bu
3-manifolda bugiin Poincaré homoloji kiiresi diyoruz.Bu
tanimdaki homoloji kiiresi vurgusu manifodumuzun ho-
moloji gruplarinin $*iin homoloji gruplariyla ayni oldu-
gu manasina gelmektedir.

Simdi E; diyagramini yeniden dustinecek olursak buradan
baslayarak bir piiriizsiiz 4-manifold insasindan bahse-
debiliriz. E.'in her kosesine kargilik §* iizerinde, orada
yazan tam sayiya karsilik gelen Euler sayisina sahip bir
D? demetini ele alalim. Sayet iki kose arasinda bir kenar
varsa bu iki disk demetini tesisatlayabiliriz. Bu islem
kose sayisina bagl olarak sonlu bir islemdir ve netice-
sinde kompakt, basit baglantili, yénlendirilmis, piirtizsiiz
bir 4-manifold ederiz. Bu tip manifoldlara tesisat 4-ma-
nifold diyoruz. Poincaré homoloji kiiresi de tam olarak
Eg'e karsilik gelen butip 4-manifoldun kenaridir (Save-
liev, 2002).

Ornegin bu manifoldun temel grubu tek elemanh grup ol-
madigl icin $*e homeomorfik olmadigini biliyoruz. Bu tip
manifoldlar1 ¢alismak icin yine kobordizm iligkisinin bir
varyasyonuna ihtiya¢ duyacagiz. Ancak bunu yazmadan
once iki 6nemli ve kisitlayici sonucumuz var. ilki Rokh-
lin'in teoremi. Sayet homoloji kiirelerinin kiimesi iizerinde
4-manifolda hi¢bir kosul koymazsak yine bir tek elemanh
grup meydana gelecek. Diger yandan Freedman'in siniflan-
dirmasinin sonucu geregi biliyoruz ki her homoloji kiiresi
bir biiziilebilir topolojik 4-manifoldu smirliyor. O yiizden
asagidaki hassas tanima ihtiyacimiz var.

Su andan itibaren Y, ve Y, iki yonlendirilmis homoloji
kiiresi olsun. Bu sefer kenari -(Y,) Y, olan ve §* x [0, 1]'in
homolojisine sahip, kompakt, yonlendirilmis, piiriizsiiz
4-manifoldlara homoloji kobordizm diyoruz. Bu iliski ile
benzer bir sekilde homoloji kiirelerinin kiimesi {izerine
bir grup yapisi olusturuyoruz. Ortaya cikan yapiy1 ho-
moloji kobordizm grubu olarak adlandiriyoruz ve © ° ile
gosteriyoruz.

Rokhlin’in bir diger 6énemli sonucu da bu gruptan iki
elemanli grup Z/27Z’e yazilabilen bir 6rten grup homo-
morfizmasini varligidir ve yaygin bir bigimde Rokhlin
degismezi veya Rokhlin homomorfizmasi olarak bilinir.

Teorem 4.8 (Rokhlin, 1952). Y bir homoloji kiiresi,
W kenar1 Y olan bir kompakt,yénlendirilmis, plirtizsiiz
4-manifold olsun. O zaman

u:0,2 >7/27, p(Y)=o(W)/8mod?2
bir orten grup homomorfizmasidir.

Poincaré homoloji kiiresi, Ee kargilik gelen tesisat 4-ma-
nifoldun kenari oldugundan Rokhlin degismezi 1’dir. Do-
layisiyla asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 4.9. Homoloji kobordizm grubu tek elemanl
grup degildir, yani ©°# {0}.

Rokhlin degismezi ve homoloji kobordizm grubu modern
topolojinin en temel ve merkezi nesnelerinden olagelmis-
lerdir (Manolescu, 2018). Ornegin, Manolesu'nun insa
ettigi f degismezi hem Rokhlin’in u degismezinin tamsa-
yilara genellemesidir hem de ayn1 zamanda ©,° grubunun
degismezidir. Bu degismezin varlig1 sayesinde Manolescu
meshur Ucgenlestirme Sanisi’ni iiriitmiistiir. Bu sayede
boyutu 5’ten biiyiik esit topolojik manifoldlarin her zaman
licgenleslestirilemeyecegini biliyoruz (Manolescu, 2016).
Casson'un c¢alismalar1 sayesinde dordiincii boyutta da
licgenlestirme sanisinin dogru olmadigini biliyoruz (Ak-
bulut-McCarthy, 1990). Ug ve licten kiigiik boyutlarda ise
saninin dogrulugu kanitlanmistir.

5. SONUG

Sovyet topolojisinin kirk bir yillik tarihini matematigiyle
birlikte sunan bu ¢erceve yazisi bu mecraya giris niteligin-
de kabul edilmelidir. Bir ka¢ kez vurgulandigi iizere bu ma-
kale iiretilen matematiksel bilginin tiimiine degil {i¢c temel
topoloji alanindaki kimi mihenk taslarina odaklanmistir.
Cesitlendirmeye ve derinlestirmeye tarihinin kendisinin
izin verdigi lizere agiktir.

Yazim siirecinde, mevcut matematiksel bilgiyi agiklamak
kadar gilincel matematik ile bagini tarif etmek de es di-
zeyde 6nemsenmistir. Bu nedenle matematiksel tanimlar,
ifadeler ve teoremler yer yer ¢ok tekniklesmis olup, bunun
dozunun biraz daha azaltilmasi Sovyet topolojisinin ken-
disini yadsiyacagi ve nitelikli tiretimin hissedilmemesine
sebebiyet verecegi i¢in 6zellikle kacinilmigtir. Bununla bir-



likte teorilerin kavranabilmesi icin miimkiin olan en sade
ve anlasilir 6rnekler ve anektodlar secilmeye caligilmistir.
Bu ugurda 6zellikle matematiksel tanimlarin arkasindaki
sezginin aciklanmasina gayret gosterilmistir.

Insanlik olarak gordiigiimiizii kavrama ve degistirme ma-
ceramizdaki en biiylik araclardan biri olagelen topoloji-
nin matematik, fizik, kimya ve biyoloji bilimleri olan siki
iliskisi kuskusuz ki derinleserek devam edecektir. Makale-
nin bir kismini sundugu iizere bu kavrayisimizi Sovyet
bilim insanlarina da bor¢luyuz.
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